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問題概要

1本の線でつながった N (≥ 3)個のランプが，両端だけが固定された状態になっている．

それぞれのランプの（地面からの）高さ Hi は次の式にしたがう．

H1 = A, HN = B, Hi =
Hi−1 + Hi+1

2
− 1 (1)

ただし，左端のランプの高さ A (≥ 10)は与えられる．このとき，ランプが地面につかない

（任意の i について Hi ≥ 0となる）ようにするためには，右端のランプの高さ Bが最低ど

れだけ必要であるかを求めよ．ここに，ランプの大きさは無視できるものとする．

解法

式 (1)を変形すると

Hi+1 − Hi = (Hi − Hi−1) + 2

したがって∗1

Hi+1 − Hi = 2(i − 1)+ (H2 − H1)

ゆえに

Hi =

i−1∑
k=1

(Hk+1 − Hk) + H1 =

i−1∑
k=1

{
2(k− 1)+ (H2 − H1)

}
+ H1

= (i − 1)(i − 2)+ (i − 1) · H2 − (i − 2) · H1 (2)

なお，式 (2)は i = 1,2についても成り立つ．ここで i ≥ 2ならば i − 1 > 0だから H2の値

が小さいほど B (= HN)の値も小さくなる．したがって，もとの問題は H2 の最小化問題

に帰着される．また，逆に Hi の値が小さいほど H2の値も小さくなることから，結局 Hi

の最小値が 0となるような H2または HN の値を求めればよい．

さて，式 (2)は

Hi =

(
i − H1 − H2 + 3

2

)2

+ const. (3)

となるから Hi が最小値をとる i の値は (H1 − H2 + 3)/2にもっとも近い整数であることが

わかる∗2．したがって Hi の最小値は計算可能である．ここで Hi の最小値は連続であるか

∗1 下の式変形がわからないという方は ai = Hi+1 − Hi とおくと理解できるかもしれません．
∗2 Hi は i の 2次関数であることに注意すること．
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ら∗3，あとは二分法によって目的の値を求めることができる．HN の値を直接求めてもよ

いが，式 (2)の形を考慮すると H2の最小値を求めてから HN の値を計算したほうが簡単

だし，おそらくそのほうが安全だろう．ただし，(H1 − H2 + 3)/2 > Nのときは HN が最

小値をとることに注意すること．これに対して，H2の値を H1 > H2となるように選べば

(H1 − H2 + 3)/2 < 0にはならない．

ところで，二分法で値を計算するためには，Hi の最小値が正あるいは負となることが保

証される H2の値（すなわち上限と下限の初期値）を定めなければならない．これにはい

くつかの方法が考えられるが，たとえば H2 = Aとすれば Hi の最小値は H1 = H2 = A > 0

となり，また H2 = 0とおけば H2が最小値をとらない限り Hi の最小値は負になる．

ちなみに筆者のプログラムでは，条件が A ≥ 10であることから上限を H2 = A− 1に

とっている（このとき Hi の最小値は H2 = A− 1）．また，Hi の値があまり小さくならな

いように，下限は HN = 0となるような H2 の値としている．この値は式 (2)を変形して

得られる

H2 =
(N − 1)(N − 2)− (N − 2) · H1

N − 1

により計算する∗4．

∗3 直感的には明らか．厳密に数学的に証明しようとすると面倒かもしれない．
∗4 HN = 0に注意．
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