
H. Enlarge Circles

原案・問題文：not 
解法：not, tokoharu 
データセット：tokoharu 
解答：not, tokoharu 



問題概要

• N個の点が与えられる。 

• それらを中心とする円を、重ならないように作る。 
• 円周の長さの合計を最大化せよ。 

• N ≦ 200



解法：LP

• 注：線形計画問題（LP）の知識を前提としています。 

• 知らない人は以下の資料で勉強しましょう。 

• 双対性（by wataさん） 

https://www.slideshare.net/wata_orz/ss-91375739 

• LPとグラフと定式化（by tokoharuさん） 

http://tokoharu.github.io/tokoharupage/docs/formularization.pdf

https://www.slideshare.net/wata_orz/ss-91375739
http://tokoharu.github.io/tokoharupage/docs/formularization.pdf


解法：LP

• 半径についてLPとして定式化する。

∑
v=1...n

xvmaximize

xv + xu ≤ dvu

xv ≥ 0
subject to

dvu：点vと点uの距離）（



解法：双対

• 双対を取る。

∑
i<j

dijyijminimize

∑
i=v∨j=v

yij ≥ 1

yij ≥ 0

subject to



解法：双対

• 最小重み完全マッチングに似ている。

∑
i<j

dijyijminimize

∑
i=v∨j=v

yij ≥ 1

yij ≥ 0

subject to

今回の問題

∑
i<j

dijyijminimize

∑
i=v∨j=v

yij = 1

yij ∈ {0,1}

subject to

最小重み完全マッチング

主問題の非負制約

LP緩和



解法：非負制約

• 主問題の非負制約を除いた問題を考える。 
• 最適値が等しいことを示す。

∑
v=1...n

xvmaximize

xv + xu ≤ dvu

xv ≥ 0
subject to



解法：非負制約

• 実行可能解を持ってくる。 
• 全て非負ならOK。 

• 負の要素がある場合、その要素をiとする。 

• 点iを含む半径が正の円は高々1つ。 

• 複数あるとすると、それらの円が重なってしまう。 
• この円をjとすると、x_i+x_j≦d_ijを満たすように、x_i

を大きくしながらx_jを小さくすれば良い。 

• これを繰り返すことで、負の要素を全て消せる。



解法：最小重み完全マッチングのLP緩和

• 最小重み完全マッチングのLP緩和になった。

∑
i<j

dijyijminimize

∑
i=v∨j=v

yij = 1

yij ≥ 0

subject to

今回の問題

∑
i<j

dijyijminimize

∑
i=v∨j=v

yij = 1

yij ∈ {0,1}

subject to

最小重み完全マッチング

LP緩和



解法：最小重み完全マッチングのLP緩和

• 最小重み完全マッチングのLP緩和は半整数性を持つ。 

• {0,0.5,1}で最適解を構成できる。 

• 正の値をとるy_ijだけでグラフを作る。 

• これがマッチングと独立した奇数長のサイクルから
なることを示す。 

• 方針：マッチングと独立した奇数長のサイクル以外
を含む実行可能解は解を悪化させずに辺を減らせる
ことを示す。



解法：最小重み完全マッチングのLP緩和

• 実行可能解を持って来て、グラフを作る。 
• 次数1の頂点を含む連結成分は要素数が必ず2。 

• これはマッチングである。 
• 次数2以上の頂点のみについて考える。 

• 偶数長のサイクルがあればそれに沿って解を悪化させ
ずに値を変えて辺の数を減らせる。

+

+

- -



解法：最小重み完全マッチングのLP緩和

• 奇数長のサイクル2つが頂点を共有しているとする。 

• 必ず偶数長の閉路ができるので、偶数長のサイクルと
同じようにできる。



解法：最小重み完全マッチングのLP緩和

• マッチングと独立した奇数長のサイクルだけにできた。 
• マッチングは値が1になる。 

• 奇数長のサイクルは値が0.5になる。 

• それ以外の値は0になる。 

• 半整数性が示された。



解法：最小重み完全マッチング

• y’_ij = 2y_ijである変数y’を導入する。 

• 各頂点から2本ずつ出ていく最小重み完全マッチング。

∑
i<j

dijy′�ijminimize

∑
i=v∨j=v

y′�ij = 2

y′�ij ∈ {0,1,2}

subject to



解法：二部グラフの最小重み完全マッチング

• 頂点を倍にすると、最小重み完全マッチングになる。 
• 一般グラフについてはO(V3)のアルゴリズムはあるが、

実装量が多いのでコンテスト中に書くのは厳しい。 
• よく見ると二部グラフになっている。 

• 以下のコスト関数の割当問題を解けば良い。 

• ハンガリアン法や最小費用流で解ける。

Cij = {dij i ≠ j
∞ i = j



反省

• Simplex法が通った 

• ジャッジ側の想定では落とせるはずだった 
• (点iとその最近点の距離)+(点jとその最近点の距離) 

<(i-j間の距離) という枝刈りが強かった 

• K次元空間に問題を拡張すれば次元の呪いのおかげで

落とせたかも？ 
• ジャッジ解はO(N3+N2K)になる



ジャッジ解

• tokoharu : 110行 

• spaghetti-source : 133行



結果

• First AC (online) : maryanna2016 (1:32:52) (Simplex) 
• First AC (onsite) : GiftedInfants (2:52:02) 

• Accepted : 2 teams


